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Resumen; En este articulo se explora la influencia que tiene, sobre ¢l resto del conocimiento especializado del
profesor de matematicas, su conocimiento sobre teorias formales de aprendizaje. Para dicho fin se eligio el mo-
delo MTSK para explorar el conocimiento especializado y la teoria APOE como teoria formal de aprendizaje. El
trabajo fue realizado con dos profesores mexicanos de nivel medio superior que habian cursado estudios de mas-
ter y en cuyo trabajo final utilizaron la teoria APOE. Analizamos sus trabajos finales de tesis en la parte referen-
te al disefio de secuencias didacticas. En los resultados presentamos como el disefio de actividades de los infor-
mantes muestra evidencia del Conocimiento Didactico del Contenido, pues se observa una movilizacion de co-
nocimientos correspondientes a los distintos subdominios y categorias enmarcados en dicho dominio.

Palabras Clave: conocimiento especializado, MTSK, profesorado de matematicas, teoria APOE

Abstract: This article explores the influence of knowledge of formal learning theories on the rest of the math
teacher's specialized knowledge. To this end, the MTSK model was chosen to explore specialized knowledge
and APOS theory as a formal learning theory. The work was carried out with two top mid-level Mexican profes-
sors who had completed master's degrees and in whose final work they used the APOS theory. We analyzed his
final work in the part related to the design of teaching sequences. In the results we present how the design of the
activities of the informants shows evidence of the Pedagogical Content Knowledge, as there is a mobilization of
knowledge corresponding to the different subdomains and categories framed in that domain.
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Introduccion

Esta investigacion plantea relacionar el conocimien-
to del profesor de matematicas con respecto a las teo-
rias institucionalizadas, en particular la teoria APOE,
con los dominios y subdominios del conocimiento es-
pecializado del profesor de matematicas enmarcados
en el Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge
(MTSK), y con esto poder aportar al desarrollo tedri-
co de dicho modelo.

Sosa, Contreras, Gomez-Chacon, Flores-Medrano y
Montes (2017) realizan un analisis sobre lo menciona-
do anteriormente, donde mencionan que:

“Estamos interesados en analizar qué conocimiento
especializado se requiere para abordar determinadas si-
tuaciones de aprendizaje de temas matematicos [...] y
como los estudiantes para profesor de Matematicas
(EPP) pueden desarrollar conocimiento especializado a
partir del andlisis de situaciones reales de aula” (p. 72).

Es por esto que esta investigacion ayudard a enten-
der como el conocer una teoria institucionalizada y
trabajar con ella, modifica o desarrolla algunos sub-
dominios del MTSK y como esto moviliza el conoci-
miento especializado del profesor de matematicas, lo-
grando de esta forma contribuir al desarrollo tedrico
de dicho modelo.

Marco Tedrico

El conocimiento especializado del profesor de
matematicas. El MTSK es un modelo enfocado en el
conocimiento del profesor de matematicas que, ade-
mas de ser una propuesta tedrica, también es una he-
rramienta metodologica que le permite al investigador
analizar las distintas practicas y conocimientos que
tiene un profesor de matematicas durante la planea-
cion y puesta en marcha de sus clases, asi como en el
diseno de actividades (Flores-Medrano, Escudero-
Avila, Montes, Aguilar y Carrillo, 2014).

El MTSK es un modelo que “considera el caracter
especializado del conocimiento del profesor de mane-
ra integral en todas sus subdimensiones y evita hacer
alusion a referentes externos” (Flores-Medrano et al.,
2014, p. 71).

Este modelo, considera virtudes del Mathematical
Knowledge for Teaching (MKT), principalmente, la
distincion del conocimiento del profesor en dos domi-

nios, el conocimiento matematico (MK, por sus siglas
en inglés) y el conocimiento didactico del contenido
(PCK, por sus siglas en inglés), por esto se puede con-
siderar al MTSK como una reconfiguracion del MK y
reinterpretacion del PCK que se consideran en el MKT
y busca, como ya se explico, una nueva nocion de co-
nocimiento especializado (Carrillo-Yafiez et al., 2018).

Dentro de esta reinterpretacion y reconfiguracion
del MKT, el MTSK divide cada uno de estos domi-
nios en tres subdominios y, a su vez, cada subdominio
en diversas categorias, con el objetivo de lograr esa
especificidad con respecto al analisis del conocimien-
to especializado del profesor.

En relacion con el conocimiento matematico, este
dominio considera el conocimiento que tiene un pro-
fesor de matematicas acerca del contenido matemati-
co (conocimiento de los temas) y como se relacionan
entre si desde la vision matematica (conocimiento de
la estructura matematica) e involucra las actividades
propias de la disciplina cientifica (conocimiento de la
practica matematica).

En el conocimiento didactico del contenido se con-
sidera el conocimiento que se tiene por parte del pro-
fesor, sobre lo que se indica curricularmente que se
debe aprender acerca de un objeto matematico en un
determinado nivel educativo (conocimiento de los es-
tandares de aprendizaje de las matematicas), las estra-
tegias y herramientas apropiadas para su ensefianza
(conocimiento de la ensefianza de las matematicas),
junto con todo lo que implica su proceso de aprendi-
zaje (conocimiento de las caracteristicas del aprendi-
zaje de las matematicas).

Un esquema de este modelo (Figura 1) se presenta
en Flores-Medrano et al. (2014) donde se pueden ob-
servar estos dos dominios y los tres subdominios co-
rrespondientes.

De manera mas especifica, el Conocimiento de los
Temas involucra el conocimiento con respecto a las
propiedades, fundamentos y las distintas formas de
definir los objetos matematicos (definiciones, propie-
dades y fundamentos), sus usos y aplicaciones
(fenomenologia y aplicaciones), las distintas formas
en la que se pueden representar (registros de represen-
tacion), asi como los algoritmos y resultados que lo
envuelven (procedimientos).
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Figura 1. Modelo MTSK (Flores-Medrano et al., 2014)

El Conocimiento de la Estructura de las Matemati-
cas considera lo que se conoce acerca de poder comu-
nicar 0 comprender un objeto matematico de manera
mas simple (conexiones de simplificacion), la rela-
cion de un concepto con el origen de otro (conexiones
transversales), la de completar o afiadir elementos pa-
ra comprenderlo (conexiones auxiliares) o incluso el
poder reflexionar o entender el mismo concepto desde
otra area mas avanzada que en la se presenta
(conexiones de complejizacion).

Por su parte, el Conocimiento de la Practica Mate-
matica refiere a un metaconocimiento donde se consi-

deran las practicas del quehacer matematico como
disciplina (demostrar, definir, ejemplificar, etc.).

Por otro lado, el Conocimiento de los Estandares de
Aprendizaje involucra el conocimiento sobre lo que se
debe ensefiar desde el punto de vista curricular
(contenidos que se requieren ensefiar), el nivel de com-
prension que el alumno debe construir junto con los
procesos estandarizados que relacionan dichos conteni-
dos (nivel de desarrollo conceptual y procedimental es-
perado) junto con la relacion con los contenidos pre-
vios y consecutivos al que se estd estudiando
(secuenciacion de los temas).

El Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas
se refiere al conocimiento acerca de diversas teorias
(formales o no) de ensefianza, estrategias, técnicas, ta-
reas, y actividades que ayuden en la ensefianza de cier-
to concepto ¢ incluso los diversos recursos (digitales o
fisicos) que apoyen en dicha tarea.

Por ultimo, el Conocimiento de las Caracteristicas
del Aprendizaje de las Matematicas hace alusion al
conocimiento que involucra las teorias de aprendizaje
(formales o0 no), las dificultades y fortalezas a las que
se pueden enfrentar los alumnos, junto con el interés
que el mismo concepto genera y la forma en la que el
estudiante interacttia con él.

A manera de sintesis, se presentan la Tabla 1 y la
Tabla 2, en donde se observa la distribucion de las ca-
tegorias en sus respectivos subdominios y dominios
considerados en el MTSK.

Tabla 1. Subdominios y Categorias del MK considerados en el MTSK

Dominio

Subdominio

Categoria

Conocimiento Matematico
(MK)

Conocimiento de los temas
(KoT)

Procedimientos
Definiciones, propiedades y fundamentos
Registros de representacion

Fenomenologia y aplicaciones

Conocimiento de la estructura
de las matematicas (KSM)

Conexiones de simplificacion
Conexiones de complejizacion
Conexiones auxiliares

Conexiones transversales

Conocimiento de la practica
matematica (KPM)

Metaconocimiento correspondiente al quehacer matematico
(definir, demostrar, usar heuristicos, ejemplificar)

Fuente: Elaboracion propia y adaptado de Carrillo-Yafiez et al., 2018.



Tabla 2. Subdominios y Categorias del PCK considerados en el MTSK

Dominio Subdominio

Categoria

Teorias de ensefianza de la matematica

Conocimiento de la ensefianza de
las matematicas (KMT)

Recursos de enseflanza (fisicas y digitales)

Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Conocimiento de las caracteristicas del
aprendizaje de las matematicas (KFLM)

Conocimiento didactico
del contenido (PCK)

Teorias de aprendizaje de las matematicas
Fortalezas y dificultades en el aprendizaje de las matematicas
Interaccion del estudiante con el contenido

Intereses y expectativas del aprendizaje de las matematicas

Contenidos que se requieren ensefiar

Conocimiento de los estandares de apren-
dizaje de las matematicas (KMLS)

Nivel de desarrollo conceptual y procedimental esperado

Secuenciacion de los temas

Fuente: Elaboracion propia y adaptado de Carrillo-Yaiiez et al., 2018.

La Teoria APOE. La teoria APOE tiene sus bases
en la abstraccion reflexiva de Piaget, la cual refiere a
la interaccion entre el sujeto que aprende y el objeto a
aprender, esto a partir de una sucesion de acciones
materiales en un sistema de operaciones interiorizadas
(Arnon et al., 2014).

Dentro de la teoria APOE, una estructura mental es
cualquier cosa construida en la mente capaz de seguir
desarrollandose, que un sujeto utiliza para dar sentido
a una situacién matematica especifica; y un mecanis-
mo mental refiere al medio por el cual la estructura
mental se desarrolla (Villabona y Solange, 2016).

Esta teorfa marca que, cuando un sujeto comienza
el proceso de construccion de un objeto matemati-
co, realiza transformaciones en otros objetos cons-
truidos de manera previa (accién) con el fin de
adaptarlos para construir el nuevo objeto. Después
de repetir una accién y reflexionar sobre ella
(interiorizacion) llega un momento en el cual, el su-
jeto puede reflexionar sobre el objeto, pero ya sin
interactuar con el (proceso), este proceso ademas de
darse a partir de una accion, también puede generar-
se como resultado de dos o mas procesos previos
(coordinacion). Cuando el sujeto logra pensar en el
proceso ya no como una estructura dinamica sino
como una estatica (encapsulacion), se considera que
ya ve dicho proceso como un todo y que realiza
transformaciones en dicha totalidad (objeto). Por

otro lado, cuando el individuo necesita coordinar un
proceso ya visto como objeto para construir uno
nuevo, debe regresar sobre el proceso ya construido
(desencapsulacion) para poder realizar dicha coordi-
nacion.

Todos estos mecanismos junto con las estructuras
mentales forman parte del desarrollo cognitivo que
lleva el sujeto durante el proceso de aprendizaje de un
objeto matematico (la interaccion previamente men-
cionada), y por tanto de la construccion de un esque-
ma relacionado a un objeto, donde este esquema es
dinamico, pues puede ir evolucionando conforme se
van agregando nuevos objetos a estructuras previas.
Este analisis desarrollado por la teoria APOE determi-
na un modelo de construccion de un objeto o concep-
to matematico, dicho modelo se conoce como Des-
composicion Genética.

Método

Stake (1995) menciona que un estudio de caso es
efectivo para particularizar el estudio de programas,
personas, fendmenos ¢ interpretaciones; y por su parte
Rosales (2018), afiade que dicho estudio puede consi-
derar a un solo elemento o a varios que formen parte
de la poblacion objeto de estudio. Mas atin, Stake, ca-
racteriza un tipo de estudio de caso, como el estudio
de caso instrumental, el cual es 1til cuando se tiene
como proposito comprender un fenémeno.



Por lo anterior, y dado que no se utilizan procedi-
mientos estadisticos durante el proceso de investiga-
cion, este trabajo corresponde a una investigacion de
corte cualitativo e interpretativo por medio de un es-
tudio de caso instrumental, pues se busca comprender
el fenomeno correspondiente al movimiento de cono-
cimiento por parte de dos profesores de matematicas
que conocen y aplican la teoria APOE al disefiar una
secuencia de actividades basada en dicha teorfa.

En cuanto a las etapas de la investigacion, nos ajus-
tamos a las caracteristicas metodologicas propias del
MTSK. Comenzando con el analisis didactico, si-
guiendo con la obtencion de los instrumentos (y por
tanto de la informacion), la organizacion de la infor-
macion (en indicio, evidencia y oportunidad de inves-
tigacion) y terminando con la discusion de resultados.

Una descripcion de cada una de estas etapas, asi co-
mo su aplicacion en nuestra investigacion la podemos
encontrar en la Tabla 3.

Los informantes para este trabajo son dos profeso-
res con estudios de maestria profesionalizante cuyo
trabajo de grado fue desarrollado bajo la teoria

Tabla 3. Etapas de la investigacion

APOE. Dichos informantes basaron su proyecto de
investigacion, asi como su formacion en la teoria
APOE, en diversos autores (e.g. Borja, 2015; Cot-
trill, 1996; Pons, 2014).

Nuestro primer acercamiento con dichos informan-
tes fue a través del andlisis didactico de sus trabajos
de tesis. Una vez realizado dicho analisis, nuestro se-
gundo acercamiento fue a través de una entrevista cli-
nica y un cuestionario, donde se buscd confirmar o
modificar aquella informacion que durante el analisis
de contenido se catalogd, en términos de Escudero-
Avila et al. (2016), como indicio u oportunidad de in-
vestigacion,

Es importante mencionar que uno de nuestros in-
formantes, Adrian, basé su disefio de actividades
en una descomposicion genética para el tema de li-
mite de una funcion y en una secuencia de activida-
des de Pons (2014); y el otro informante, Fernando,
en una descomposicion genética para el tema de
sistemas de ecuaciones lineales, ademas de consi-
derar un entorno virtual de aprendizaje asistido por
GeoGebra.

Etapa Descripcion

Aplicacion en la investigacién

Analisis didactico

Profundiza en el analisis cognitivo, de contenido ¢ instruc-
cional y permite comprender las manifestaciones de conoci-
miento de los docentes y permite al investigador tener sen-
sibilidad tedrica

Se acerco a la teoria APOE para obte-
ner la sensibilidad respectiva para
comprender los instrumentos

Obtencion de los
instrumentos

Recoleccion de los datos a partir de videograbaciones, gra-
baciones de clase, notas de campo, disefio de tareas, discu-
siones grupales, foros de discusion, cuestionarios y entre-
vistas semiestructuradas como complemento

Seleccion de dos trabajos de tesis de
maestria donde se utiliza la teoria
APOE como base para el disefio de
una secuencia de actividades y se
complementa con una entrevista semi-
estructurada y un cuestionario

Organizacion de
la informacion

Evidencia de Elemento que ayuda a afirmar que el

conocimiento docente posee cierto conocimiento
Indicio de Elemento que causa sospecha acerca de
conocimiento la posesion de un conocimiento
Oportunidad de  Elementos que permiten explorar cono-
investigacion cimiento no considerado inicialmente

Se identificaron y clasificaron ele-
mentos a partir de las descripciones
de las actividades, y se complementd
dicha clasificacion con las respuestas
de la entrevista y cuestionario por
parte de los informantes

Discusion de
resultados

Corresponde a la interpretacion y descripcion de los conoci-
mientos puestos en movimiento (subdominios y categorias)

Se presenta en la seccion de analisis

Fuente: Elaboracion propia y adaptado de Escudero-Avila et al. (2016).
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Analisis

A continuacion se presentan, en dos secciones, al-
gunas de las descripciones de actividades donde se
encuentran evidencias de conocimiento por parte de
nuestros informantes. Estas dos secciones correspon-
den a los dominios principales del MTSK, es por ello
que, durante la presentacion de las evidencias, se
mostraran las evidencias de ambos informantes que
correspondan al dominio y categoria a la que se esté
haciendo referencia.

Evidencias de conocimiento para el MK. Con res-
pecto a la categoria registro de representacion, una de
las descripciones donde Adrian muestra evidencia de
este conocimiento es la correspondiente a sus activi-
dades 3, 4 y 5 (Figura 1). En estas actividades, se le
presenta al alumno una funcion y una tabulacion con
algunos valores de  cercanos aun  especifico don-
de el alumno debe completar la tabla evaluando la
funcion en los valores de  propuestos. Seguido de
esto, el alumno debera responder preguntas sobre el
comportamiento de dicha funcion con respecto al
comportamiento de la variable independiente.

Las tareas 3, 4 y 5 se presentan en modo
algebraico-numeérico segun los tipos de
representacion considerados en (Pons,
2014).

Algebraico por la forma en que se presenta
la funcion y numérico por los datos que

necesita el estudiante para lograr responder

la segunda pregunta. En las actividades 3 y

Figura 2. Extracto de la tesis de Adrian, actividades 3,4y 5.

En la Figura 2, se observa que Adrian especifica el
tipo de representacion utilizada en dichas actividades,
que, como ya se habia mencionado, tiene su base en
lo propuesto por Pons (2014).

Por otro lado, Fernando muestra evidencia de cono-
cimiento con respecto a esta misma categoria del sub-
dominio del Conocimiento de los Temas, durante sus
descripciones, pero dicha evidencia se ve confirmada
gracias a una respuesta que proporciona durante la en-
trevista.

Investigador: Durante la explicacion de los objetivos de ca-
da una de las actividades mencionas cosas
sobre registros de representacion, entonces,
nos preguntabamos jen qué medida alguna
teoria de registros de representacion es consi-
derada para el disefio de las actividades?

Fernando:  Nosotros consideramos un poco de esto de

registros de representacion de Duval, pero
mas que nada, utilizamos este constructo de
multi-representacion de la tecnologia, (...) en
otro tipo de construcciones (refiriéndose a
los applets) ellos tienen tres representaciones
del mismo objeto, una algebraica, una matri-
cial, que ahi habria discusiones si es otro tipo
de registro o es ¢l mismo, y la geométrica o
grafica, por eso utilizamos, mas bien, el
constructo de multi-representaciones.

En el extracto previo, Fernando hace explicito el
uso del constructo de multi-representaciones como
base primordial para el disefio de sus actividades y, en
efecto, sus actividades presentan el uso de dicho
constructo, principalmente en los applets. Por tal mo-
tivo, se considera como evidencia de conocimiento
por parte de Fernando en la categoria de registros de
representacion correspondiente al subdominio del Co-
nocimiento de los Temas.

Un ejemplo donde se observa lo mencionado sobre
multi-representaciones se puede notar en la Figura 3,
la cual corresponde al applet disefiado por parte de
Fernando para la actividad 16, la cual corresponde a
la presentacion de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo.

-

Figura 3. Extracto de la tesis de Adrian, actividad 16.




Con relacion a la categoria de procedimientos, den-
tro del subdominio del Conocimiento de los Temas,
podemos encontrar una evidencia en el trabajo de
Adrian. Dicha evidencia aparece en la descripcion de
la actividad 11. En esta se le presenta al alumno la
funcion y se le pide que complete una ta-
bla, donde debe colocar los valores de las distancias
en valor absoluto, entre valores de y ,y lo mismo
para los respectivos valores de y , seguido
de esto, se le pide responder preguntas a partir de di-
cha tabla (ver Figura 4).

Figura 4. Extracto de la tesis de Adrian, pregunta 3, actividad 11.

Para el caso de Fernando, la evidencia de conoci-
miento para esta categoria se presenta en la actividad
15. En esta se le proporciona al alumno un applet don-
de se le presentan la representacion vectorial y grafica
de una interseccion de dos planos (Ver Figura 5).

Figura 5. Extracto de la tesis de Fernando, actividad 15.

En este caso, Fernando explica el procedimiento
que el alumno debe realizar para hallar y verificar
graficamente la interseccion de dos planos a partir de
un sistema de ecuaciones lineales en términos de la
Teorfa APOE, dado lo explicito de esta descripcion,
se considera como evidencia de conocimiento para la
categoria de procedimientos.

En cuanto a la categoria definiciones, propiedades y
sus fundamentos, se presentan las siguientes eviden-
cias de conocimiento. Por parte de Adrian, una evi-
dencia clara es la correspondiente a la descripcion de
la pregunta 2 de la actividad 10 (Figura 6). En dicha
actividad se le pide al alumno que, a partir de una ta-
bulacion, reflexione acerca de qué tan proximos de-
ben estar los valores de  de un , para que las dife-
rencias de y  sean menor que cierto valor.

Figura 6. Extracto de la tesis de Adrian,
pregunta 2, actividad 10

En la Figura 6 se observa que Adrian tiene conoci-
miento acerca de la definicion formal de limite, pues
cuando explica que “siempre es posible hallar un con-
junto de valores de  en términos de desigualdades en
el dominio que satisfacen la condicion solicitada en el
codominio”, Adrian hace referencia a los cuantifica-
dores de la definicion formal, ademas dice que, al no
cumplirse lo mencionado, la funcion no tiene limite.
Es por esto que dicha descripcion es una evidencia de
conocimiento para la categoria definiciones por parte
de Adrian.

Para el caso de Fernando, una de las evidencias para
dicha categoria, corresponde a la descripcion de la ac-



